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摘    要 

三维网格模型是计算机辅助工业品外形设计，计算机动画制作，

游戏角色与场景创建的基本素材,也是在计算机上进行微分几何，空

间解析几何与拓扑学等数学理论研究所必不可少的研究工具。所以对

三维网格模型的研究一直是计算机图形学的热点与重点。 

在电子艺术家为电影或是三维电子游戏进行角色动画创作时，或

是工业产品设计者用计算机辅助的方法对工业产品的外形进行调整

和修改时，都要对三维网格模型进行变形编辑操作。因此三维网格模

型的变形算法是网格模型研究中很重要的组成部分。一个好的变形算

法，应该具有两个核心的优点：一是在速度上，算法在普通家用电脑

的配置上运行的效率必须要达到实时，这样才能使用户在编辑模型时

可以实时的看到自己每一步修改后的效果，否则缓慢的形变结果的显

示将使编辑的过程十分漫长和繁琐；二是在质量上，一个好的变形算

法应该尽可能的保持网格模型的原有的几何细节，同时在大角度的变

形过程中维持三维模型的视觉可信度，使得观察者不至于产生模型物

体被大尺度变形所“损毁”的感觉。 

本文研究并实现了目国际上流行的比较优秀的几种变形算法，针

对他们的在变形效果与算法效率等方面的优缺点进行了分析，并在原

有基础上提出了一些改进方案，以程序实现得到了对比结果，接着还

在数学上对这些改进方案进行了分析。 

关键词：三维网格模型，曲面变形，计算机辅助设计 



ABSTRACT 

3D mesh models are not only the basic material for shape 

modeling of industrial products and the making of computer 

animation, computer game characters and environment, but also 

an indispensable tool needed in researching of basic theories 

of differential geometry and topology with computers. So the 

research of 3D mesh models has been paid great attention in 

computer graphics for years. 

When an artist is designing an animation character for 

movies or 3D computer games, and when a designer’s trying to 

modify the shape of an industrial product in a computer aided 

way, they are going to deform and edit the corresponding 3D mesh 

model. So the deformation algorithm of 3D mesh models is a very 

important part of mesh researches. A good deformation algorithm 

must have two kernel advantages: the first one is to have the 

efficiency of a real-time execution on a regular computer so 

that the user could watch the results of editing in a real-time 

way; the second one is that the algorithm should preserve as 

much geometry details as possible and maintain the visible 

plausibility of the mesh model in a continuous deformation 

process to make sure the user will not have such a feeling that 



the model has actually been “destroyed” by large deformation. 

In the paper we focus on two advanced algorithms which are 

very popular in the research community, and we analysis the 

deformation effects and execution speed after having 

implemented them. Then we proposed some modified step 

corresponding to their disadvantages. With a lot of experiment 

results, we showed our improvements in comparison with the 

original algorithms. Then we did some mathematical analysis of 

our modifications to show their validity. 

 

Key Words: 3D mesh model, Surface deformation, 

Computer aided design 
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第一章 引言与研究现状 

1.1 引言 

三维模型编辑中的变形技术是一门新兴的学科，其雏形源自于计

算机辅助几何设计 CAGD (Computer Aided Geometric Design：简称

CAGD)中的自由曲线曲面造型技术。曲线曲面造型技术是一门综合

了代数曲线曲面的形状调配，重建，变形和简化以及散乱数据点差值

等多种领域的学科，它主要研究在计算机系统环境下对曲面信息的表

示与光滑性分析。与之不同的是，本文中研究的模型变形研究的对象

是离散的网格模型，其基本构成元素是点，线以及形成三角分割的三

角形面片。这些相互离散的点，线，面是对其所对应的有着复杂表达

式参数解析曲面的一种简化与逼近，由于这种研究对象性质上的差

异，造成三维网格模型的各种研究与其肇源于的 CAGD 在研究目的

和研究方法上都有很大的不同。 

在研究目的上，主要是为了三维动画造型和电子艺术设计。随着

近年来国内外电影，电视，商业广告等多媒体作品，以及三维电脑游

戏的大量制作与展示，作为其中核心的电脑动画技术得到了广阔的发

展空间和长足的进步。在动画设计人员进行动画创作时，希望虚拟角

色的动态形象能在电脑模型上得到生动逼真的展现，这就促使人们从

原来的效果生硬呆板的角色动画技术中不断创新，从而于最近几年逐

渐开创出网格变形与编辑(mesh deformation and editing)的这一新领
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域。 

在研究方法上，变形技术的焦点集中在对网格曲面的一些几何不

变量的保持上，这些几何量类似于微分几何中的主曲率，主方向以及

三类基本量等几何不变量，虽然与微分几何中的正则而且连续的情形

略有区别，但仍然有着与坐标系无关的特征，可以很好的反应网格模

型的内在几何性质。同时，算法的设计者必须别具匠心，自行定义一

些独特的不变量来更好的保持网格细节。在对这些量进行数学建模之

后，将遇到如何在连续的变形过程中不失偏颇而又较为迅速的恢复这

些几何量的问题，现在较为流行的方法是采用线性优化，非迭代式的

快速求解，已获得实时的编辑效果；当然应该提到在其中也出现了一

些非线性的迭代的方法，这些方法在速度上当然不能与线性的相比，

但在变形效果上还是有某些可取之处的。 

1.1.1 网格变形方法的研究需求与基本特点 

如前所述，网格模型是一切三维动画制作的素材。如果抛开网格

点之间的连接关系，网格模型就是一种点云模型，也即由大量的带有

三维空间坐标的相互孤立的点所组成的集合。 这些点数据的获取曾

经是一个比较困难的问题，但是随着激光扫描技术的发展，从对真实

物体的三维扫描中获取网格曲面模型的代价已经可以接受了。这些从

扫描仪上获取的数据量很庞大，所描述出来的物体表面也是很不光滑

的。这两个特性使得三维网格模型在多重尺度的范围内包含了丰富的

表面几何信息，同时也让许多传统的曲面变形技术难以应付这样的网
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格模型，比如传统方法需要的适当的参数化就无法在这些不规则的三

角形网格上得到实现。 

基于三维网格模型的这些特点，出现了许多有针对性的研究。本

文主要对那一类线性的，基于曲面的方法进行研究和总结。区别于传

统的CAGD中的自由形态变形(Free-Form Deformation，简称FFD)这种

基于控制点的方法，以及空间/子空间变形(Space/SubSpace 

Deformation，简称SPD)这种基于模型空间的方法，基于曲面的变形

技术专注于对网格曲面的几何信息的表达与恢复，从而能很好的绕过

网格模型数据散乱不规则的障碍。 而所谓线性的方法，是指算法的

主体部分是在形成一个求解网格顶点坐标值的线性系统方程组并进

行求解，这个线性系统形成的目的则是为了保持所定义的几何不变量

在最大程度上与原系统保持一致。在许多情况下，这个线性系统是一

个全局的二次泛函最小问题所导出的欧拉-拉格朗日方程。 

1.1.2 网格变形的基本概念和一般编辑流程 

网格变形是一种对物理现象的计算机模拟，即模仿在真实世界里

物体在收到外力的作用下发生形变的过程与结果。一般的，为便于理

解可以将模型看成一个可塑性较好的橡胶材质的物体，在人的双手的

揉捏下变形，比如图1-1演示了一个类八字形双环状物体在固定住底

下一侧，然后在上端一側受到类似挤压的外力后产生形变的效果。 
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图1-1 简单的网格模型的变形示意图 

网格编辑就是一连串的网格变形操作。我们定义初始网格模型为

M，变形后的网格为B'，网格编辑就是一系列受控制约束的网格变形：

如图1-2所示，用户在编辑网格M时，首先选定该模型中的一个感兴

趣ROI(Region Of Interest，简称ROI)的区域作为编辑区域E，即EM，

如图1-2中红色的部分所示；然后以这个区域内的一部分顶点H作为

“手柄”，即HE，如图1-2中黄色的部分所示；移动或是旋转这部分

点集，通过变形算法使得整个编辑区域内的所有顶点跟随“手柄”的

运动而产生合理的运动，或者“手柄”H部分的运动以某种方式外推

到编辑区域E，从而使网格发生形变。通过了解编辑的流程，我们知

道变形算法的主要任务就是确定编辑区域内顶点的跟随运动过程，使

得编辑的效果尽可能的“逼真”。这里逼真的具体含义是指：不仅能

使得M和Μ'在局部的几何细节上尽可能的相似，同时在大体上看又

是按照“手柄”H的移动完成了合乎直观的形变。 
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图1.2 网格模型变形用户交互区域选取示意图 

1.2 研究现状 

按照其所基于的数学原理与基本变形框架,我们可将目前出现的

较为流行的变形算法分为三类：基于网格微分表示的变形算法，基于

多分辨率的变形算法和基于物理形变能的变形算法。我们着重研究的

是第一类算法，即基于网格微分表示的变形算法中的代表者。鉴于时

间和能力有限，以及我们没有进行深入的研究与程序实现，所以我们

在这里只能对基于多分辨率变形算法框架与物理形变能的变形算法

框架进行概括性的描述。 
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1.2.1 基于曲面微分表示的变形算法 

在微分几何学中，使用主曲率，平均曲率等可以反应正则参数曲

面在任一点处局部微小区域内的弯曲程度；在基于曲面的网格变形技

术中，也定义了一些类似的几何量来反映由离散的三角面片拼合成的

曲面的局部几何信息。这就引出了基于曲面微分表示的一类变形算

法。这一类算法的共同点是通过定义在网格顶点上的微分几何量来描

述网格模型的几何特征，而且这些几何量基本上都可找到它们各自在

连续情形下对应的微分几何量。由于是定义在相互独立的网格顶点

上，所以这些量反应的是局部的微分属性，如果要获得整个模型的全

局光滑自然的变形效果，必须将这些局部量进行整合，而这个过程通

常是由对全局形变差异函数取最小二乘意义的极值来完成的，这往往

得到一个关于顶点位置的线性系统，因此基于曲面微分表示的一类变

形算法大都是线性的算法。由于线性系统求解的相对快速，这就给基

于曲面微分表示的变形算法带来了速度上的优势。 

在这类算法的研究上，以色列与德国的研究人员取得了大量的成

果：如特拉维夫大学的研究人员Sorkine等提出了最小二乘网格重构法

[1],
 Sorkine等后又提出了一种基于laplacian微分坐标的网格表示方法

与变形框架[2]；Lipman等指出了在网格编辑中微分坐标表示与局部交

互控制的关系[3]；Alexa则用基于laplacian框架进行了二维边界图形及

三维网格模形变体 (mesh morphing)的研究[4]。但是laplacian坐标不是

旋转及缩放不变的，由于这个缺陷使得变形效果不尽如人意，Lipman

等随后提出了一种在编辑交互中修正法向方向的方法，在形变效果上
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提高了一些[5][6]；Sorkine等则用隐式优化拟合局部变换的方法改进了

原始的基于laplacian的网格变形框架[2]；这些改进在形变效果上比以

前有了较大的提高。 

除了使用laplacian算子来定义网格曲面上的离散微分量，人们还想

到了使用其他的离散几何算子。其中最著名的梯度域poisson方法就是

其一。Poisson方程是数学中较为重要的方程，其在工程应用的很多方

面都有应用；最早基于poisson的方法被用来进行图像处理，P érez等

将其成功的用于图像编辑操作[7]，获得了极大的成功，在poisson的梯

度域光滑过渡的思想下，使得不同色调亮度饱和度的图像之间的柔和

过度与拼接成为可能，使用与实现起来也很方便。由于这些优点，人

们一直希望将poisson方法在网格研究应用，但是由于网格坐标是三维

信息以及网格顶点构成的流行曲面的高度不规则性，使得poisson方法

不能直接从图像处理移植到三维网格。后来对离散微分几何算子的研

究提供了途径，Desbrun等在进行网格广顺方法的研究论文[8]中提出了

一种定义在不规则三角形网格上的梯度算子的方法，从而使得poisson

方法有了在网格处理上应用的可能；很快，Yu等在2004年[9]开发了一

种基于poisson方法进行网格表面梯度域操控进行网格变形的框架，使

得poisson方程在网格变形中发挥了平滑形变误差变保持局部细节的

作用；随后Xu等就利用基于poisson的框架进行了网格三维形状插值

与变体的研究[10]。 

在网格变形中一个重要的变换操作是旋转，但是基于laplacian的方 

法不能感知旋转的变化，基于 poisson 的方法只能对小角度(135 度以
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内)的旋转进行较好的形变，在大角度多周期的旋转上也无能为力，

因此人们希望开发出一种面对旋转变换不变的微分坐标法。Lipman

等在 2005 年就提出了一种新颖的基于线性旋转不变[11]的方法来同时

恢复网格顶点处的标架与重建曲面的几何形状，同时该方法保持了线

性求解的框架，所以获得了很好的效果和效率。 

Sheffer 等为了处理旋转则另想办法定义了一种所谓的“金字塔”

坐标来进行[12]网格变形与变体，这种坐标不仅可以反映旋转对网格的

影响，还能在一定程度上体现网格细节的体积量，应该说是一种比较

全面的坐标，但是由于这个框架是一个非线性的迭代的框架，速度很

慢，因此使用及后续研究较少。这里我们就引出了网格变形中的体积

保持的问题，大尺度变形往往使得网格严重的萎缩和扭曲，即在视觉

体积上不能很好的保持，这也是网格处理中较难解决的一个问题，其

原因在于：体积的计算是一个非线性的过程。许多研究者对如何线性

的保持体积进行了研究：Bostch
[13]等首先在多分辨方法的框架下使用

模型体内衍生的平行六面体棱柱来间接维持模型的体积，获得了非常

不错的效果，其缺点是需要生成大量的棱柱数据，实现较为麻烦；中

国的 Zhou 等则另辟蹊径[14]，他们在网格内外双向生成所谓“体积图”

对原有网格曲面进行扩展使得在大尺度变形下模型仍旧很好保持其

体积，而且这种体积图的方法是线性的，所以速度也很快；随后 Huang

等又利用子空间梯度域变形的思想解决了大规模点数模型保体积变

形的问题[15]。另外，在线性系统求解方面，为了解决大型模型变形时

所生成的超大规模线性系统求解较慢的问题，Shi
[16]等使用了多重网
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格方法进行快速并行的运算求解线性方程组，同时他们还在多模型同

时形变的场景上获得了突破。 

1.2.2 基于多分辨率表示的网格变形方法 

对一个网格模型，我们在不同的应用场合可以不同的点数进行表

示，这就是所谓的模型多分辨率表示，如图1-3所示。 

多分辨率变形的主要思想是将网格曲面S视为一个“几何信号”,以

便将其中的高频信号和低频信号进行分离，如图1-4所示。低频部分

可视为一张光滑的基曲面B，它表示了模型的全局的形状；高频部分

表示了几何细节D，它是原网格曲面S和基曲面B之间的差异，即有D 

= S─B；当然原始网格曲面S也可以通过将细节叠加在基本层上重新

获得，即有S = D+B。多分辨率变形的基本流程就是对剥离了细节的

基本层B进行变形使成为B'，然后通过重建得到S'= D+ B'。这样做

既对全局的大尺度的形状进行了形变，同时又保留了局部小尺度的几

何细节，一举两得。 

  
图1-3 以不同多分辨率层次表示的同一个网格模型示意图 

为了获得一个比较光滑的同时又能较好的体现原模型外观的基本
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层，我们需要一个优秀的网格光顺算法。Guskov等在[17]，Taubin等在

[18]以及Desbrun等在[8]中分别各自提出了不同的从网格模型中移除高

频噪声分量的光顺算法。与之对应，为了生成在基本层上的细节层，

使得网格的局部几何细节能够得到较好的编码存储与还原，研究者

Kobbelt等在[19]以及Zorin等在[20]中分别各自提出了不同的提取网格细

节层分量的算法。在后面的重构方式上面，Bostch等提出了一种法向

偏移的细节转移算法来进行基本层与细节层融和[21]；这之前他们还提

出了一种利用法向偏移体计算的多分辨率网格编辑框架[22]。Marinov

等则提出了一种利用曲面细分(suface subdivision)的进行多分辨率分

离的方法[23]，随后Bostch等也利用曲面细分来开发了一种多分辨率网

格编辑框架[24]。 

图1-4 基于多分辨率变形方法的基本流程 
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1.2.3 基于曲面变形能量的网格变形算法  

   我们对基于曲面变形能量的网格变形算法做了简单的程序实现，

并在此阐述他们共同的物理与数学原理。  

1.2.3.1 曲面变形能量 

   对可塑弹性材质的薄壳的力学特性的研究一直是物理与数学中的

启发点：比如在变分学中就对在外荷载作用下固定边界内的曲面形态

进行了研究并导出了力学中的所谓最小作用原理。由于网格曲面事实

上可以看成一张带有边界的很薄的物理弹性薄壳，同时曲面编辑就是

为了寻找产生物理上可信的变形效果，因此二者在研究方法上具有相

当的相似性。 

   定义在参数域Ω上的一曲面二维流形S在受到驱使下形变为曲面

S'，即有S'= S + d，d是曲面偏移量，Terzopoulos等在[25]中指出壳

S'的内蕴变形能量可写为： 

2 2( ') || I' I || || II' II ||
F Fshell s bE S k k dudv



       （1-1） 

这里的I和II分别代表S的第一，二基本型， I'和 II'分别代表S'的第

一，二基本型，注意到它们是与曲面的参数化无关的，并且在刚体运

动下不变，这符合形变能是由曲面的几何形状决定的本征量的属性；

常数 sk ， bk 是曲面材质的拉伸和弯曲刚度系数，其值越大，壳反抗拉

伸形变或弯曲形变的强度越大，也蕴含更大的形变能。要获得物理可

信的变形效果，要求解出使得式1-1取得极小值的曲面，即获得曲面

收到驱使力后能达到的能量最小的稳定态。如图1-5所示，图中描述
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了正方形边界的一张曲面在我们的系统中由初始态(平直)开始，受到

黄色区域代表的“手柄”向上提供的趋势后以最小内蕴形变能为原

则发生的变形。 

图1-5  形变曲面必须满足能量最小原理，从而决定其形状 

( 图中设定形变能参数
sk = 1，

bk = 2. ) 

由于式1-1的非线性，直接求其最小是十分耗时的计算。于是

Celniker和Gossard在[26]中，以及Welch和Witkin在[27]中都指出可以用偏

移函数d的一二阶偏导数来代替S'的I，II基本型，且该过程只抛弃了

u,v以及
2 2u +v 高阶无穷小项，故可得： 

2 2 2 2 2' ( ) [ (|| d || || d || ) (|| d || || d || || d || )]shell s u v b uu uv vvE d k k dudv


    

                                                                       (1-2) 

求其变分最小即导出如下的Euler-Lagrange方程： 

         
2d + d = 0 s bk k                   (1-3) 

其中的 d ， 2d 表示偏移量d的一阶与二阶拉普拉斯算子，即 

2d = d d , d=d 2d +duu vv uuuu uuvv vvvv           (1-4) 

由此可看出薄壳曲面的的拉伸，弯曲能与形变偏移量d的二阶，四阶

偏导数之间的对应关系。通过线性的方法求解式1-4即可得到参数域Ω

上 1C 连续的被形变曲面。 
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1.2.3.2 能量最小方程的三角型网格离散求解 

式1-1是连续情形下的薄壳形变能量，因此需要讨论其在三角形网

格的离散形态才能为我们的变形算法所用。对于式1-3，我们必须解

决一二阶拉普拉斯算子在三角形网格上的离散问题。Meyer等对不规

则三角形二维流形网格上的偏微分算子和几何量进行了离散定义[28]，

他们不仅提出了梯度，散度，旋度等偏微分算子，还对多维度仿射坐

标系内的几何插值坐标进行了定义，如平均值坐标(Mean Value 

Coordinates，简称MVC)等；Desbrun等则直接指出二阶偏微分算子，

如式1-3所需要的离散拉普拉斯算子可由一个顶点及其一邻域的几何

量(如相邻边夹角等)计算得出[29]。 

在方程求解的计算上可以采用有限元方法或是有限差分法，有限

元方法可以获得更高的精度但是对于式 1-3 在理论上需要定义一个 Ω

上 1C 连续的形状函数，Nealen 等在[30]指出这在三角形网格上通常是很

难办到的，因此相比之下有限差分算法则容易实现得多。被离散后的

能量最小方程用差分法展开后将会得到一个正定对称的稀疏线性系

统，求解该系统可以有多种选择，例如 Golub 提出的著名的共轭梯度

法[31]，这种方法求解精度很高但是这种迭代的方法复杂度达到 2( )O n ，

这对于点数众多的大型模型是不合适的。我们可采用类似 Kobbelt 在

[32]中使用的多重网格等级分解法以 ( )O n 复杂度快速的求解。 

虽然用二次能量来近似非线性的薄壳变形能量可以求解一个线性

系统从而降低每一帧的计算耗时，而且一个全局的能量最小化可以保

持曲面变形后的光滑和 1C 连续；但是我们实验发现线性化会造成几何
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细节与法向突出的特征部分受到扭曲，特别是在大角度的旋转变形

时，这一点和我们在下面一章将要谈到的基于 laplacian 的网格变形算

法的缺点相类似。 
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第二章 快速初始化的基于 laplacian 的网格变形 

在基于曲面微分表示的一类算法中，基于laplacian的算法是非常成

功的一种，也是出现的最早的一种微分变形算法[2]。这种算法的最大

优势在于原理易于理解，容易实现而且鲁棒性很强，因此近年来非常

流行，在基于laplacian的基本框架内出现了许多分支与改进的新算法，

其中使用变换拟合优化的改进是较为成功的一种。 

在本章中，我们通过实现基于laplacian的算法，和实现变换拟合优

化改进过的基于laplacian的算法，发现了他们由于有形成的线性系统

过于庞大而导致初始化十分缓慢甚至不能成功的初始化的问题，这导

致用户在实际使用时对一些点数较多的大模型不能很好的变形。 

为了解决这个问题，我们设计了大型稀疏矩阵的各种运算算法，

有针对性的解决了它们在大模型变形时初始化效率过低的问题，使原

来的基于laplacian的算法变得快速，从而让编辑大型模型成为快速简

便的工作。 

2.1 网格表示与微分 laplacian 坐标 

对网格模型M，可视为由两部分组成：M=(C,V)，C为顶点间连接

关系的集合，V={ 1 2, ,...., nv v v }是顶点集合，其网格曲面由 'n 个以 iv 为

顶点的三角形 { 1 2 ', ,...., nt t t }拼合而成。M的空间几何形状由每个顶

点的三维坐标
3( ) Ri ip p v  给出。 

参照上一章1.1.2节所述的变形流程，我们需首先选定ROI区域E
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（这里不妨假定是整个网格的所有顶点V={ 1 2, ,...., nv v v }被编辑，即

E=M），“手柄”区域H，以及ROI区域之外的固定不动的部分F；然后

通过用户交互移动“手柄”H来控制变形。不失一般性地，可假定前

m-1个顶点是编辑区内的自由点，后面的k=n-m+1个顶点是“手柄”

部分的控制点： 1{ , ,...., }i m m nu u u u 。我们这里先只给出一些最基

本的记号，其他的记号将在要用到时逐一出现。 

网格模型中的顶点是以三维空间坐标和定点序号来进行标识的，

每个顶点代表一个三维向量P(x, y, z)，但是这些坐标是对于一个确定

的坐标系而言的，这就是网格模型的模型坐标系(在本研究中所使用

的Obj型文件格式里，模型坐标系的原点一般位于模型的中心对称点，

三个坐标轴则分别与点集的分布主方向对应)。当使用其他的坐标系，

则所有顶点的坐标将全部变化。这就给网格变形带来一个问题：如果

直接使用这些顶点的空间坐标来列出仿射变换的公式，那么这样的方

法将只适用于一个特定的仿射坐标系，并且在多物体共存在一个场景

中的情形下就不再适用了。所以我们必须寻找一种与坐标系尽量无关

的量来表示网格，这样构造出的算法才具有几何不变性。 

对网格顶点 iv 定义微分laplacian坐标 i 及laplacian算子L为： 

                         
( )

1
( )i i i j

j N ii

L v v v
d




                   （2-1） 

这里 ( )N i 是 iv 的一邻域顶点的集合，故也写成
( , )

1
( )i i i j

e i j Ei

L v v v
d




    。 

这里 ( , )e i j 是连接 iv 和
jv 之间的边，E是模型中所有的边的集合。

id 是 iv

的度即拥有的邻居数，在规则的网格中， id 一般为6。 
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微分laplacian坐标是最简单的微分坐标之一，也是使用最广泛的。

它是对曲面在顶点局部的曲率向量的模拟。本来在微分几何中是没有

定义曲面的曲率向量这个概念的，我们在这里可以借用曲线的曲率向

量的概念来描述曲面的曲率向量的概念： 

对曲线 ( )P P s ，s 是P的弧长参数，则有
2

2

d P
kN

ds
 ，这里N是主法

矢， k 是曲率，即
2

2
|| ||

d P
k

ds
 ；在曲面的情形我们可定义曲率向量 iK ，

其方向是曲面在点
iv 的法向量

iN ，模长等于
iv 的平均曲率 ( )iH v ： 

 
( ) 0

1
( ) lim

( )
i i i i

len
v

K H v N v v ds
len






            （2-2） 

这里的 ( )len  表示包含
iv 在内的一圈围线的长度， ( )iH v 反映了曲面的

弯曲程度， iN 则反映了弯曲的朝向[33]
。比较式2-1与式2-2可看出两者

定义的相似性：laplacian坐标即是连续曲面的曲率向量在三角形网格

中的离散，见图2-1。 

 

图2-1 laplacian坐标是曲率向量的离散情形 
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2.2 基于 laplacian 的网格形变算法及原理 

2.2.1 误差能量函数 

因为laplacian坐标刻画了网格局部的几何细节，所以我们可以利用

这个特点来重建网格。对原始网格M和形变后的网格M'，二者在几

何细节上应尽量保持一致，我们用M和M'的laplacian坐标之差的模长

平方和来衡量这种一致性，即定义细节误差函数: 

2 2

' 1

' arg min ( ') arg min( || ( ') || || ' || )
n n

i i i i
V i i m

V E V L v v u
 

       (2-3) 

同时“手柄”H部分的点是在用户交互下受迫移动的，因此在M'中

的H'部分的顶点{ 1', ',...., 'm m nv v v }应移动至用户交互指定的控制位

置{ 1, ,....,m m nu u u }，即应有 ,i iv u   { , . . . . , } ,i m n m n  。 

现在可按两种方式来定义最终的误差能量函数 ( ')E V ：以细节误差

函数作为 ( ')E V ，即 2

1

( ') ( ') || ( ') ||
n

i i

i

E V D V L v 


   ，这样“手柄”H部

分的顶点坐标固定在 iu ，这样的交互称为硬约束。但是由于“手柄”

H部分是包含于编辑E部分的，所以两者应在同一算法下求出新坐标，

而不应区别对待，同时我们的实验发现由硬约束方式进行交互极容易

造成H部分在变形后与E区域的其他部分格格不入的“撕裂”现象。鉴

于以上考虑，目前流行的算法[2][7][34]一般采用软约束交互形式来定义

误差能量函数 ( ')E V ：   

2 2

1

( ') || ( ') || || ' ||
n n

i i i i

i i m

E V L v v u
 

                 (2-4)   
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变形后的网格M'应按照视觉要求使得 ( ')E V 最小： 

2 2

' 1

' arg min ( ') arg min( || ( ') || || ' || )
n n

i i i i
V i i m

V E V L v v u
 

        (2-5) 

软约束的合理性在于其对编辑区域的全局考虑与全局优化。 

2.2.2 最小二乘线性优化 

式2-4是未知网格M'的顶点 'V 坐标 ( ', ', ')i i ix y z 的二次函数，其取

最小值的必要条件是偏导数
( ') ( ') ( ')

0
' ' 'i i i

E V E V E V
x y z

  
  

   ；

由于在 ( ')E V 中坐标的对称性，可以单独讨论 ( ')
'i

E V
x




=0 , ( 1,2,..., )i n

的求解。简单推导可发现，x坐标向量 1 2' ( ', '...., ')nX x x x 应满足： 

2

2

              '   '*

arg min ( ') ' arg min || ||
0|

n

X Xkk k

x
E X X X

uxI

   
     
  

L
A B  （2-6） 

L 是网格M的n阶laplacian矩阵，它完全由连接关系决定，即 

 

1

1
: ( , )

0

ij

i

i j

j j e j i E
d

 



   




L

其余

       （2-7） 

*k kI 是 k 阶单位矩阵，表示了后面 k 个控制点受到的位置约束； n 维

laplacian坐标 1, 2,( .... )n nx x x x    和 k 维约束向量   T TX A A A B提供

了系统求解的边界条件。 

式2-6是n k 行 n列的超定线性组，按线性优化得到其法方程[1]：

   
1

 T T T TX X


 A A A B A A A B   （2-8） 

这里的 T
A A可被证明是满秩的 n 阶实对称方阵[35]。这一点对我们是非
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常重要的，它使我们能够快速的分解这样的稀疏矩阵从而连续地快速

的解出未知量。 

2.2.3 线性系统求解与交互前初始化 

为了交互时达到实时速度，基于laplacian的变形采取了一次分解，

多次代入求解的技巧。实际上整个算法就是将未知量全体用已知的顶

点坐标以及预先求出的laplacian坐标线性表出的过程，它保证了最后

线性求解的可能。观察式2-8的组成元素，可发现在交互过程开始之

前，除了方程式右端向量B 因包含了H部分的控制点位置约束值而必

须在运行时刻生成并实时更新外，其余的    
1 1T T T T 

A A A A A A A， ， ，

都可以在交互前初始化时生成；而且直到下一次选择新的编辑区域和

控制点，这些数据都不用更改。 

交互前初始化主要的计算量在于 T
A A的矩阵相乘和  

1T 

A A 的求

逆，特别对于点数较大的模型，我们的实验发现其计算量是普通计算

机的内存和运算速度难以顺利完成的。这个问题在接下来的2.3节中

介绍的用变换拟合优化的laplacian算法实现时将更加突出和棘手。 

初始化生成的矩阵都是大型的稀疏矩阵。稀疏的原因在于对每一

个顶点 iv 而言，其未知坐标量的方程中只含有 id 个邻居顶点坐标的未

知数参与构成方程，所以从某种意义上我们可以将A看成带宽为 id 的

条带矩阵，由于 id << n ，故其稀疏度是比较大的；同时由矩阵A计算

出的中间矩阵 T
A A， ，  T

A A 等也都是大型稀疏阵。 

对于式2-8表示的线性方程组  T TX A A A B，我们不能直接进行求
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逆  
1T 

A A 来求解，因为  T
A A 是 n 阶方阵，当 n较大时，不但十分耗

时，而且求逆带来的精度损失是十分大的：在我们的实验中发现若直

接求逆  
1T 

A A A，在使用double型数组计算时精度损失就非常大，单

精度float型的结果则更加病态。而我们编辑的网格模型其点数 n 常常

是以万计数，所以这个精度问题更加需要解决。 

我们采用的方法是对  T
A A 进行分解，将其分解为上三角和下三角

矩阵之后，在交互时只需在计算完相对较快的向量与矩阵间的乘法： 

T
A B后，即可快速的回代求出所有的未知数。分析矩阵A 可发现，由

于本顶点未知数的系数绝对值是邻居顶点未知数系数绝对值的
id 倍，

故A 是一个主对角占优的稀疏矩阵，因此可证明乘积矩阵  T
A A

[35]

是一个对称正定/半正定矩阵，所以我们可以对  T
A A 进行LU分解，

而更快的办法是使用专为对称正定矩阵而设计的Cholesky分解或者

Bunch-Kaufman分解法来做，我们通过大量的实验证明Cholesky在应

用中要略快于另外两种方法。 

在完成  T
A A 一次分解之后，方程组式2-8就只需要等待右端向量

的更新来进行回代求解，其回代速度是十分快的。这就是本节开始提

到的laplacian框架的最大优点：一次分解，多次代入求解的技巧。 

通过在大量不同规模模型上的试验我们证实了这一点，见试验结果图

表2-1的“交互帧速”栏目，可知对10000点之内的中型模型基本可在

交互中达到实时。 
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2.3 用变换拟合优化的 laplacian 算法及原理    

2.3.1 Laplacian 坐标在仿射变换下的可变性 

由于laplacian坐标是定义在一个模型坐标系中，即对于模型而言的

一个全局坐标系，因此当在一顶点的局部发生相对于全局坐标系的旋

转变换时，laplacian坐标无法感知这样的变化，所以laplacian坐标不

是旋转不变的。因此在大角度旋转的交互下，普通的laplacian算法不

能很好的处理几何细节朝向的问题。若单独处理法向量，则将遇到法

向量是非线性的难题。 

只要稍加推导就可看出：laplacian算子L是平移变化不变的，但L

不是旋转和缩放不变的，在各向同比缩放下可保持方向不变，在旋转

和各向不同比的缩放变换下方向和模长都将变化，如图2-2所示。 

     

    图2-2  旋转变换改变了laplacian坐标 

2.3.2 Laplacian 算法不能很好的处理旋转 

理论上laplacian的缺点直接导致了在实验上的有缺陷的结果。在图

2-3可以看到，对兔子头的一只耳朵仅仅进行拖拽的平移操作，也应

在产生某些部分的微小的旋转效应(如图中绿色线框内的耳朵与头相

连的部位) 以达到视觉上与物理上的自然。然而laplacian方法却不能

( )iL v

'( )iL v

R 
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得到较好的形变效果。其原因就是上面提到的laplacian坐标不是旋转

不变的。如果仅从由平移变换带来的位置约束中得到这样的局部旋转

是一个非线性的问题，因此不能使用线性化的方法来完好的求解。当

然我们可以考虑使用非线线的迭代方法，如采用金字塔坐标取代

laplacian坐标[12]；更进一步，如果跳出网格微分表示方法的框架 ，

我们还可以使用基于多分辨率或是多尺度等级的某些方法。但是为了

保持线性的框架，同时能达到较为符合直观的变形效果，我们必须对

原始的laplacian算法框架进行某些改造。Sorkine等在[2]中就提出了用

变换拟合优化的laplacian算法，部分的解决了以上问题。 

 

图2-3 拖拽兔子耳朵变形效果图 

(图中分图(1)原始兔头，(2)交互式所选的编辑ROI区域(红色的右侧耳

朵)和“手柄”H部分的控制点(耳尖的黄色部分)，(3)(4)原始laplacian
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算法的缺陷效果，(5)(6)变换拟合优化的laplacian算法在效果上有显明

的提升。) 

2.3.3 变换估计 

为了解决旋转等一些线性变换不能在 laplacian 坐标中被反应的缺

点，一个解决办法是对其拟合一个局部的变换[2]。其主要思想是为每

一个编辑区域内的顶点 iv 估算一个合适的仿射矩阵 iT ，将原网格 M 的

laplacian 坐标变换之后的来与M'的进行比较，这样能绕过 L算子对

除平移以外的其他变换不守恒的缺点。将对 iv 直接求 laplacian 坐标改

成对仿射变换后的坐标顶点 iTv 来求，在逻辑上是更加合理的算法。 

利用 L算子和仿射变换T 的交换律，即 

  ( )i iL Tv T Lv              （2-9） 

我们得到新的全局误差函数是： 

    
2 2

1

( ') ( ') '
n

i i i i i

i i H

E V L v T v u
 

 
    
 
      （2-10）  

现在最关键的问题在于得到T 。为了保持式2-10的线性，必须寻找

( ')i i iT T v 是未知的位置坐标 'iv 的线性函数，考虑到最小二乘可导出

线性函数，以及在一顶点与其一邻域应保持同一个仿射变换T ，所以

可利用如下的二次极小导出T ： 

       
22

1

arg min ' '
j j

i

k

i i i i i i i
T j

T v Tv v Tv


 
    

 
          (2-11)     

其中的
jiv 表示顶点 iv 的第 j个邻居。 

一般的变换T 应包含平移，旋转和缩放等元素，但是由于各向异
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性缩放会带来高度的非线性[2]，同时各向异性缩放在用户进行自然变

形时是较少用到的操作，故舍去不考虑；又因为2.3.1节提到的laplacian

算子的平移不变性，则在对一个邻域局部的整体平移变换下也是保持

不变的，所以又可将平移分量舍去。因而得到只包含旋转，同比缩放

的变换矩阵T 形如： 

3 2

3 1

2 1

0

- 0

- 0

0 0 0 1

i

s h h

h s h
T

h h s

 
 
 
 
 
 

             (2-12) 

这样 iT 被表成四个未知因子 1 2 3( , , , )s h h h 的反对称矩阵，对式2-11取极

小即对四个未知因子 1 2 3( , , , )s h h h 求偏导可解出： 

1

1 2 3 i( , , , ) ( ) bT T T

i i i i i i is h h h A A A         (2-13) 

其中的 

x z y

y z x

z y x

0

0
, { }

0

j j j

j j j

i i

j j j

v v v

v v v
A j i N

v v v

 
 

   
 
 
 

，以及

'

x

'

y

'

z

b , { }

j

j

i i

j

v

v
j i N

v

 
 
   
 
  
 

。 

这样我们将局部变换阵 iT 表成了未知顶点 'iv 的线性组合，达成

了线性地嵌入laplacian算法框架的目的。 

2.3.4 线性系统求解 

比照式2-10与前面给出的原始laplacian的线性系统式2-4，经简单

计算可知，式2-10不具有式2-4的xyz坐标独立性，即对 ( ')E V 而言所有

的未知点的x坐标可以独立于y，z坐标之外在一个线性系统中单独求

解，对y，z亦然，而且这三者的线性系统的左端矩阵  
1T T

A A A 一模
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一样，只有右端向量B在交互时有区别（他们分别获得控制顶点的交

互位置的xyz坐标值），这意味着原始的laplacian算法的  
1T T

A A A 是

n*n阶方阵；而对于 ( ')E V 而言，由于拟合的局部变换阵 iT 的引入，使

得变换拟合优化的laplacian算法的  
1T T

A A A 矩阵是一个x,y,z三者相

互耦合的3n*3n的大矩阵，其存储空间是原始的laplacian算法的九倍。 

新算法生成的矩阵也都是大型的稀疏矩阵：对于新算法的A矩阵

的稀疏性可以理解为，它是由原始算法的A矩阵将每个非零元扩展为

一个3*3的小矩阵而得来，如下图2-4所示。不难发现，新算法的A矩

阵的非零元占总体的比率是和原始laplacian算法一样的，故还是一个

大型的稀疏矩阵。同理，可证明A的主对角占优性与待分解矩阵 T
A A

的对称正定/半正定性，故也可采用Cholesky分解法。 

11

121

132

213

22

23

1

11 0 1

11

10

11

1
n

d

dd

dd

dd

d

dd



 

图2-4 原始laplacian算法的A 矩阵从形式上扩展到新算法A 矩阵的过程示意

图 

2.4 快速初始化的基于 laplacian 的网格曲面变形 

2.4.1 初始化过程分析   

通过前面的论述和实际实现我们统计出在初始化过程中需要完成
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的任务有：生成A (尺寸为3(n+k)*3n)，计算矩阵 T
A (尺寸为3n*3(n+k))，

计算矩阵 T
A A  (尺寸为3n*3n)，计算矩阵  

1T 

A A (尺寸为(3n*3n)，计

算矩阵  
1T T

A A A (尺寸为3n*3(n+k))。由上节知，由于三坐标的相互

耦合性，相比于原始的laplacian算法，用拟合变换优化的laplacian算

法所创建与使用的矩阵都变大为了原来的9倍。 

在矩阵计算方面，我们使用了intel公司开发的MKL：Math Kernel 

library的计算库，这是一个高性能的商用数学计算软件库，其功能涵

盖广泛：支持一般的矩阵三角化，分解，求奇异值等，还支持许多常

用的计算方法：如FFT快速离散傅立叶变换，DST离散余弦变换等，

而且还支持大型稀疏线性系统的求解等。在程序实现时我们发现，

MKL的乘法调用时必须在内存中同时保留矩阵A和 T
A ，接下来的分

解与回代调用时又必须在内存中同时保留矩阵 T
A A的分解结果阵和

T
A ；考虑到新算法矩阵的尺寸是原来的9倍，其占用的内存量是十分

庞大的，操作系统在MKL调用时为这些大矩阵分配内存需要花费相

当长的时间：我们的实验发现，相比起来，真正用于乘法，分解等等

运算的时间占整个初始化过程的时间却并不多，大部分的时间是花在

了硬盘虚拟内存的开辟和内存间数据移动上，见实验结果图表[表2]。

此外对于一些大型的模型，如10万个点的模型，若“手柄”部分控制

点为100个，则其单精度float型A矩阵所占内存空间为:    

3*100000*3*(100000+100)*4 = 36599062500字节，约合34903GB字

节，这是不可能满足的内存需求。所以从实现角度来说，新laplacian

算法对这样的大型模型根本是无能为力的。 
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2.4.2 改进线性系统生成效率与试验结果 

为此我们对整个计算过程作了优化工作：首先我们利用A矩阵高 

度稀疏的特点，在生成A时采用稀疏存储。我们根据全部顶点度数之

和来计算A矩阵中非零元素的数目，再根据一顶点 iv 与其邻居顶点在

顶点序列编号上的位置关系来逐次计算出这些非零元，并按照顶点行

主序来进行存放。这样就避免了花费大量的内存空间存储零元素。实

验发现对于那些正则度较高的模型，即平均的度数
id 约为6，稀疏度

就是6/n，回顾上面提到的10万点的模型，这样的稀疏存储即可使A矩

阵存储空间降为34903*6/100000=2.0914GB字节，这对于内存比较充

裕的电脑已是可以接受的了。 

接下来在矩阵相乘和分解方面，我们充分利用了A矩阵的对称性

和顶点相邻关系，推测  T
A A 中非零元的位置，这样我们就可以只使

用 T
A 就可以单独完成这次乘法与分解，无需再花内存空间存储A，

这样又能节省不少的存储空间；另外在速度方面，我们的优化只是在

推测顶点相邻关系的传递性上需要做一些判断与遍历，所以在整个计

算上复杂度并未太大的增加。计入节省下的开辟硬盘虚拟内存与大批

量数据移动的时间，我们的优化使得初始化过程的时间大大缩短，同

时也能在家用电脑配置下处理大型或超大型模型成为可能。对各种模

型的初始化过程所耗内存和运算时间优化前后的对比结果见表2-1。 
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表 2-1 不同级规模的模型在优化前后初始化时间空间消耗对比 

模型 

名称 

模型 

点数 

耗内存量(MB) 初始化用时

(sec) 

交互帧

速(fps) 

改进前 改进后 改进前 改进后  

hand 1254 135.3 12.2 9 0.5 
250 

man 10139 1205.8 111.4 279 16.5 4.4 

armadillo 20031 2405.8 218.8 2008 191 2.4 

horse 42568 #over 737 #over 559 1.1 

Planck 100086 #over 2146 #over 1245 0.35 

我们的测试平台是AMD64 3000+的CPU，1G内存和普通显示卡的

个人电脑，表2-1中的“#over”表示因为我们的系统无法为没被我们

优化的的laplacian变形程序开辟所需的巨大的内存以及磁盘空间(即

已超过windows的4G虚拟内存上限)而无法成功初始化，所以不能获

取到内存(包括虚拟内存)和耗时的数据。如图2-5显示了一个大型模型

(点数为48969)的形变，说明我们的工作使得用户更加方便。 
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图2-5 初始化优化使大模型(armadillo)形变编辑快速而方便 
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第三章 基于线性旋转不变微分坐标的网格变形算法研究 

第二章研究的基于laplacian的算法的优点是能保持网格细节，并有

一个线性的框架；而它最大的缺点在于不能很好的处理法向量与旋转

变换。虽然上一章的2.3节所引出的变换拟合优化的laplacian算法从一

定程度上解决了小角度旋转与同比缩放的变换问题，但是它是从一个

最小二乘优化的角度隐式地拟合出一个较为合适的变换矩阵，并没有

从根本上解决如何处理法向量的问题，因而还是不能应付大角度多周

期的旋转变形。实际上，这个缺点是由laplacian坐标本身不是旋转不

变的内在缺陷所导致的。所以为了更好的处理旋转特别是大角度多周

期的旋转，我们必须跳出laplacian框架，建立另外一种能够在旋转变

换下保持不变的微分坐标。 

3.1 曲面的微分结构与离散基本型 

为了更深入的剖析三角形网格曲面的几何构造，我们可先来研究

具有一定连续阶(无论是参数连续还是几何连续)的正则曲面的微分

属性。微分几何的研究发现：对给定的一曲面，无论采用哪种参数化

方式，我们总可以通过分析的方法得到一些与参数选取和坐标系都无

关的几何量，这些量反映了曲面形状所决定的本征性质。换句话说，

它们是曲面的刚体运动不变量，而刚体运动就包含了我们进行曲面变

形编辑所需要的平移和旋转等变换。第二章研究了laplacian坐标所代

表的曲面在一点 iv 的曲率向量，但曲率向量在曲面旋转后也随之变
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化，所以曲率向量和laplacian坐标不属于这样的刚体运动不变本征量。 

3.1.1 切面与 Guass 标架 

对正则 2C 连续参数曲面 1 2( , )P u u ,第一个碰到的与参数选取无关的

是切平面：对其上一点
0 0

0 1 2( , )p P u u ,此处单位法向量 n为                                                                                            

0 0
1 2

1 2 1 2 ( , )u u

P P P P
n

u u u u

    
   

    
        （3-1） 

它的切平面
0pT S由 n唯一决定，为 

 
0

3

0R | , 0pT S T T p n              （3-2） 

易知
0pT S是两个参数偏导矢

1 2

,
P P

u u

 

 
的线性组合，即有 

   
0

0 0

1 2 0 0

1 2

= ( , )+ +p

P P
T S P u u s p t p

u u

 

 
           （3-3） 

将 1 2( , )P u u 在 0p 点附近按参数Taylor展开，有 

   

       

0 0 1 0 2

1 2

2 2 2
2 2 2 2

0 1 0 1 2 0 2 1 22 2

1 1 2 2

+ +

1
+2

2

P P
P p p u p u

u u

P P P
p u p u u p u o u u

u u u u

 
   

 

   
         

    

  （3-4） 

上式最末包含有参数二次增量的高阶无穷小，可抛弃。 

从分析角度看，比对式3-3和式3-4，我们可用
0pT S上的点近似的代

替曲面 S 上 0p 附近的点，于是我们称
0pT S为 S 的一次切平面。 

再者，若更精确的用式3-4的前三项定义一二次曲面Q： 

         
2 2 2

2 2

0 0 0 0 0 02 2

1 2 1 1 2 2

1
+ + +2

2

P P P P P
Q p p s p t p s st p p t

u u u u u u

     
   

      
 

（3-5） 
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该二次曲面可比
0pT S更好的近似代替曲面S 上 0p 附近的点，但是它

的二次项与曲面的曲纹参数
1 2( , )u u 有关[33]，因此不能算是几何的本征

性质，更好的办法是用二次项在 S 的法方向的投影来代替之，于是我

们得到另一二次曲面：， 

   

     

     

0 0 0

1 2

2 2 2
2 2

0 0 0 0 02 2

1 1 2 2

2 2 2
2 2

0 0 0 02 2

1 1 2 2

( , ) + +

1
            +2 , ( ) ( )

2

1
, , +2 , ( )

2

op

P P
m s t p p s p t

u u

P P P
p s st p p t n p n p

u u u u

P P P
s t p s st p p t n p

u u u u

 
 

 

   
 

    

    
        

  （3-6） 

可以证明 ( , )
opm s t 在参数变换下保持不变[33]，于是我们称 ( , )

opm s t 为S 的

二次切面。 

观察一，二次切面的形式与三个线性无关的向量
1 2

,
P P

u u

 

 
和 n 的联

系，可得出结论：对曲面 S 上 0p 的微分区域，存在局部标架(又名Gauss

标架）：{
1 2

,
P P

u u

 

 
, n }，可将该区域的点在该标架中分布。若以 0p 为坐

标原点，则在该局部坐标系中， ( , )
opm s t 上的点有仿射坐标为

     
2 2 2

2 2

0 0 0 02 2

1 1 2 2

1
, , +2 , ( )

2

P P P
s t p s st p p t n p

u u u u

    
        

      （3-7） 

进一步选取参数使得
1 2

,
P P

u u

 

 
正交，得到正交的 Gauss 标架， ( , )

opm s t 成

为该坐标系中的抛物面，所以也称为S 在 0p 处的密切抛物面。 

3.1.2 基本型与离散基本型 

首先看曲面 S 在在切平面上的度量：对于增量 1 1 2 2( , )u du u du u du   
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在 S 上我们可定义全微分: 1 2

1 2

( )
P P

dP u du du
u u

 
 
 

，由式3-3知

( )( ) P udP u T S ，所以 ( )+ ( )P u dP u 是
( )P uT S 上的点，则有二次微分式 

( ( ), ( )) ( ), ( )I dP u dP u dP u dP u              （3-8） 

称为曲面 S 的第一基本形式[33]，以矩阵式展开式3-8易得： 

1

1 2

2

( ( ), ( )) ( , )
duE F

I dP u dP u du du
duF G

  
   

   
      （3-9） 

其中E =
1 1

,
P P

u u

 

 
，F=

1 2

,
P P

u u

 

 
以及G=

2 2

,
P P

u u

 

 
是曲面S 的第一基本

量，可证明第一基本形式 I 与参数选取无关。更一般地我们可利用 I 来

衡量
( )P uT S 上两个矢量的夹角：对

( ), P uX Y T S 我们定义 ( , ) ,I X Y X Y ，

则有        
( , )

cos ( , )
( , ) ( , )

I X Y
X Y

I X Y I X Y
             （3-10） 

可见 I 可以刻划切平面上两个方向间的夹角。 

再来到密切抛物面 ( , )
opm s t 上，类似的定义第二基本型[33]： 

1

1 2

2

( , ) ( , )
duL M

II dP dP du du
duM N

  
   

   
           （3-11） 

其中L =
2

2

1

,
P

n
u




，M=

2

1 2

,
P

n
u u



 
以及N=

2

2

2

,
P

n
u




是曲面S 的第二基本

量。第二基本型刻画了 S 上的点离开切平面
( )P uT S 的高度信息。通过

,I II 基本型我们可以将 0p 周围微小区域的点的空间位置关系刻画出

来，这就是我们希望得到的曲面微分结构。 

Lipman在[11]中成功的将以上的微分几何理论运用到三角形网格的

离散情形，定义了线性旋转不变的微分坐标，并建立了与之对应的网

格变形编辑框架。 
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对嵌入二维流形的三角形网格M，其上一顶点
iv ，其模型空间坐

标为 ˆ ix ，记 1 2
ˆ ˆ ˆ, ,...,

i

i i i

dx x x 为从 iv 指向其各个一邻域邻居顶点的边向量，

如图3-1所示；
iT M 为

iv 处的切平面，则将 1 2
ˆ ˆ ˆ, ,...,

i

i i i

dx x x 投影于
iT M ，可

得在切平面上的邻居方位投影向量 1 2
ˆ ˆ ˆ', ',..., '

i

i i i

dx x x ，对
iT M 上一向量

1 2 1
ˆ ˆ' 'i i

k k iu u x u x T M   我们可模仿式3-8定义第一离散基本型为： 

  1, , 1

1 2

2, 1 1, 1

ˆ ( ) , ,

i i

k k k ki

i i

k k k k

ug g
I u u u u u

ug g



  

   
     

  
       （3-12）     

其中的 ,
ˆ ˆ', 'i i i

k k k kg x x 和 , 1 1
ˆ ˆ', 'i i i

k k k kg x x  ，注意整个 ˆ ( )iI u 的定义是在

以 iv 及 iv 的两个相邻的邻居顶点 1,i i

k kv v  的三角形 1

i i i

k kv v v  中的。我们

同时须定义  1
ˆ ˆdet( ', ', )i i i i

k k kO sign x x N 以反映三元组标架的组合定

向，若三者形成右手系则 i

kO 为正(但是我们的实验发现，在大角度旋

转时，标架定向改变的现象也很少出现)。 

               
图3-1 第一，二离散基本型的几何意义 

第一离散基本型 ˆ ( )iI u 与第一基本型一样都具有与曲面参数化无关

的本征性，实际上 ˆ ( )iI u 是以 iv 发出邻边的投影长度信息加上相邻两条

投影边之间的夹角来描述 iv 及其一邻域在切平面 iT M 上的结构的。 

   由于网格M的各三角片是以 0C 连续方式进行拼接的，所以我们可
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以分片线性的将第二离散基本型定义为： 

     1 2 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) , , ' 'i i i i i i i

k k k ku u x N u x N u L u L           （3-13） 

其几何意义见图3-1；不难看出第二离散基本型 ˆ ( )i u 很好的反映了

ˆ ( )iI u 所缺乏的法向信息。式中的 ˆ ˆ ˆ' , cosi i i i

k k kL x N x   实际上是

iv 的一圈邻居离开切平面
iT M 的法向高度值，见图3-1中的 2

ˆ ix 。 

有了第一,二离散基本型及其系数，实际上就有了在一个顶点局部

标架内所有邻居顶点的仿射空间坐标；有了一个顶点
iv 和其上的局部

标架，以及第一,二离散基本型及其系数，就可以把这个邻域的其他

顶点坐标恢复出来，所以我们又把他们称为网格顶点的旋转不变微分

坐标。 

Lipman还证明了离散基本型可以收敛到连续情形下的基本型[11]。

值得提到的是，离散基本型是平移及旋转不变的，但却不是缩放不变：

在各向同性缩放下，法向的第二基本型系数 ˆ 'i

kL 会变化；而在剪切变

换中，切向坐标也会变化。 

3.2 离散曲面方程 

3.2.1 建立局部标架 

由上节可知，为了重建网格，必须同时具有坐标和标架，二者缺

一不可。而且在计算坐标之前我们必须先定义好标架。 

由第二离散型的定义知我们首先可以确定顶点 iv 局部标架纵坐标

Z 轴应是法向量 iN ；至于在切平面，由第一离散型的定义知我们必须

选定一个平行与 iT M 的基准 X 方向才能按照相邻边夹角的方式逐步
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确定各个邻居顶点。Lipman 在[11]中认为，可以任意选取一个邻居顶

点的投影边方向来作为 X 轴,故不妨选择第一个邻居顶点的
1

ix 的单位

方向
1

ib 来作为 X 轴；然后记
2 1

i i ib b N  为切方向的 Y 轴；这样我们就

得到了一个原点置于
iv 的右手标准正交标架

1 2( , , )i i ib b N 。注意这样定义

的标架的 X 轴向实际上是随意放置的，Lipman 在[11]中认为无论哪种

方式选择
1

ib 都会有同样的结果。但是我们的研究发现，可以用更好的

方式来选择标架。 

3.2.2 法向量的计算 

目前出现了较好的计算离散三角形曲面顶点的法向量的方法，可

参见[36] [37] [38]。我们这里简单的使用面积加权法来计算，即: 

1

1
1

1 1

1

1

1

ˆ ˆ( ' ')
S

ˆ ˆ' '

S

i

i

d i i
i i i k k

k k i i

i k ki

d
i i i

k k

i

x x
v v v

x x
N

v v v






 


















   (3-14) 

其中的 1S i i i

k kv v v  是以 iv 为顶点的三角片面积。 

3.2.3 利用标架差异定义离散曲面方程 

考察一对相邻顶点 ( , )e i j E ，我们定义矢量差分算子 为： 

1 1 1

2 2 2

( )

( )

( )

i j i

j

i j i

j

i j i

j

b b b

b b b

N N N







  


 


 

                            （3-15） 

Lipman在中利用 定义了所谓离散曲面方程[11]： 
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,1 ,2

1 ,1 1 ,1 2 ,1

,1 ,2

2 ,2 1 ,2 2 ,2

,1 ,2

,3 1 ,3 2 ,3

( )

( )

( )

i i i i i i i

j j j j

i i i i i i i

j j j j

i i i i i i i

j j j j

b b b A N

b b b A N

N b b A N







    


   


   

             （3-16） 

上式将相邻的局部标架的差异矢量放到
iv 的右手正交标架

1 2( , , )i i ib b N 进

行表示。可以证明差异矢量在标准正交基
1 2( , , )i i ib b N 中的坐标和 A是

可以由第一二离散型计算出。实际上，式3-15代入上式即可得： 

,1 ,2

1 ,1 1 ,1 2 ,1

,1 ,2

2 ,2 1 ,2 2 ,2

,1 ,2

,3 1 ,3 2 ,3

( 1)

( 1)

( 1)

j i i i i i i

j j j

j i i i i i i

j j j

j i i i i i i

j j j

b b b A N

b b b A N

N b b A N

     


     


    

         （3-17） 

于是寻找坐标和 A就等价于寻找
1 2( , , )j j jb b N 在相邻局部标架

1 2( , , )i i ib b N

中的坐标，这样的表示当然是存在且唯一的，如图3-2所示。 

 

图 3-2 邻居顶点
jv 标架可在本顶点 iv 标架局部坐标系内被唯一表出 

3.3 利用离散曲面方程与离散基本系数进行网格曲面变形 

利用离散曲面方程式3-16可形成以标架 ' ' '

1 2( , , )i i ib b N 为未知数的线性
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方程组，该方程组的系数矩阵是(3 n *3
1

( )
n

i

i

d k


 )的大型稀疏矩阵，k

为H部分的控制点数。这是一个超定方程，故可模仿上一章的式2-8

取其最小二乘意义的法方程，得到 n阶方阵的系统后，也可采用一次

分解，多次代入的模式实时求解出新的标架场。下面两个命题进一步

说明了本框架可以从交互提供的约束中重建变形曲面的能力。 

3.3.1 网格曲面标架场的可唯一恢复 

Lipman在[11]中指出：给定初始网格M在每顶点定义的标架三元组

向量场
1 2: { ( , , ) | }i i i

i iv b b N v M   ，以及第一二离散基本系数，就可在被

手柄部分控制顶点的约束下，从式3-16形成的离散曲面方程组中解出

变形后网格M’的新标架三组向量场 ' ' '

1 2' : { '( , , ) | ' '}i i i

i iv b b N v M   ，其中

ROI区域边界固定部分的标架近似等于原顶点被锁定标架，其余的被

编辑点的新标架可旋转一定角度与原向量场
1 2: { ( , , ) | }i i i

i iv b b N v M   向

匹配。 

实际上，解出的变形后网格M’的新标架三组向量场 ' 在最小二乘

意义上与初始标架场满足离散曲面方程，这是由所定义的旋转不变

的局部标架在刚体运动变换下保持相对差异结构不变所决定的。 

3.3.2 网格曲面顶点模型空间坐标的可唯一恢复性 

从3.3.1节的论述可知，求解出的新标架场在每一个顶点 'iv 处生成

了一个新的局部标架 ' ' '

1 2( , , )i i ib b N 。我们将原来求出的从 iv 指向其各个一

邻域邻居顶点的边向量 1 2
ˆ ˆ ˆ, ,...,

i

i i i

dx x x 的第一二离散基本型看成在新局
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部标架中的坐标，即可从其中ROI区域边界固定部分的顶点坐标逐步

外推的得到所有被变形点的新模型空间坐标，且这种恢复过程显然是

唯一的。我们可将这个从新标价场恢复曲面顶点坐标的过程写成： 

' ' ' ' '

1 1 2 2
ˆˆ ˆ ˆ ˆ', ', 'j i i i i i i i i i

k k kx x x b b x b b L N           （3-18）  

其中的 'ˆ jx 表示顶点
iv 的第 k 个邻居点的未知模型坐标。实际上这就

是一个简单的从局部坐标恢复全局坐标的过程。类似的，式 3-18 形

成的线性方程组也是 n *
1

( )
n

i

i

d k


 的大型稀疏超定线性系统，也需要

在最小二乘意义优化下求解。我们实验发现，其法方程的系数方阵也

是对称正定的。 

3.4 基于线性旋转不变微分坐标的变形流程 

3.4.1 初始化与交互流程 

基于线性旋转不变微分坐标的网格变形框架与基于laplacian的网

格变形框架在流程上有明显的不同。虽然二者都是线性的方法，都能

在交互中获得实时的速度，但是基于线性旋转不变微分坐标的变形需

要连续求解两个线性系统，第一个是求解由离散曲面方程式3-16组成

的线性系统，得到的是受到用户交互约束变形后的新的标架场；第二

个是求解由式3-18组成的线性系统，得到的是由新的标架场重建出的

编辑区域网格顶点的新位置，从而使得M变形为M'。整个变形算法

的流程图如图3-3所示。 
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图3-3  基于线性旋转不变网格变形算法流程图 

由上图可以看出，两个线性系统在算法运行时是交替求解运行的。

所以在初始化的过程中，我们必须为这两个方程组的稀疏矩阵开辟足

够内存空间，并且在交互时必须同时保存两者的数据，这导致本算法

比第二章介绍的用变换拟合优化的laplacian算法要消耗更多的内存空

间，也需要较长的初始化时间。在用户选定一片ROI区域之后，系统



硕士学位论文 

42 

开始生成系数矩阵并进行分解，在之前3.3节提到了这两个系统的系

数矩阵都是对称正定阵，故都能采用快速的Cholesky分解。 

3.4.2 双重交互方式 

在交互提供的约束上，本算法和基于laplacian的算法一样都是使用

较合理的软约束方式，实际上这也是所有基于微分网格表达的线性变

形算法的共通之处[39]。但是由于本算法需要求解标架和坐标两个线性

系统，所以用户在交互时必须为两个系统都提供所需的约束值，以生

成系统所需的右端向量进行回代求解。 

对离散曲面方程3-16，交互需改变“手柄”H部分顶点的局部标架，

即提供标架的约束；对接下来的恢复点方程3-18，交互需移动H部分

的顶点，即提供位置的约束。这里遇到一个问题是：两个交互实际上

对用户而言是同时发生的。以往的方法中用户根本看不到标架的旋

转，而只关心手柄位置的移动，但在本算法中，标架的旋转必须和顶

点的移动同时进行，而且必须紧密而协调的配合起来，才能产生较自

然合理的变形效果。我们的实验发现，若标架的控制与点位置的控制

不能达到协调，则会产生很不好的效果，如图3-4所示。 

 

图3-4  协调的交互操控的重要性 
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（(左幅)对同一个部位模型的操作，(中幅)一个好的交互是标架与控制点的约束

相协调的，(右幅)不协调的交互控制将造成不自然的形变效果） 

值得提到的是，对网格曲面上的标架向量场与顶点位置进行协调

的操控是一个较难解决的问题，有许多研究者对这个问题进行了研究

与创新，如Zayer在[40]中提出了一种利用生成调和向量场来指导标架

旋转以达到协调操控的方法。 
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第四章 选取主方向的线性旋转不变的曲面变形方法 

在本章中，我们在实现并研究了上一章的线性旋转不变网格变形

法的基础上，提出了一种改进的方案。我们通过在每个顶点处选取离

散主曲率方向的方法，建立了主方向局部标架。通过实验证明我们的

改进使得算法在处理大角度多周期旋转时能达到更视觉可信的效果。 

4.1 线性旋转不变方法保持几何细节的数学原理 

基于线性旋转不变微分坐标的方法是能够在连续的曲面变形编辑

中保持住曲面在局部的几何细节的，我们在大量的实验中验证了这一

点，见图4-1。经分析发现，其数学原因在于离散曲面方程有保持曲

面上曲线的曲率和挠率的作用。 

 
图4-1   多周期旋转也能维持视觉可信度 

观察上一章的离散曲面方程式3-16，并联想到曲线的微分几何的

重要的Frenet公式，即对弧长参数曲线 ( )C s 有： 
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( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) 0 ( )

( ) 0 ( ) 0

T s s
d

N s s s
ds

B s s



 



   
   

    
      

            （4-1）  

式4-1中的 ( ( ), ( ), ( ))T s N s B s 是曲线的正交Frenet标架，而 ( ), ( )s s  分别是

参数s处的曲率与挠率。 

若将式3-16中的标价差异算子 视作连续情形下的对弧长参数的

导矢算子
d

ds
，那么我们可以认为有下式成立，即： 

1

2

( ) ( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0 ( ) , ( , )

( ) ( ) 0 ( ) 0

i

j

i

j

i

j

b T s s
d

b N s s s e i j E
ds

N B s s

 

  

 

     
     

        
         

 （4-2） 

这样我们可以得出结论，以离散曲面方程导出的优化系统求解出

的形变后网格 M’的标架场所蕴含的曲率与挠率信息在最小二乘意义

上与原网格 M 保持尽可能的一致，而曲率与挠率就是局部几何细节

的具体表现。因此线性旋转不变的算法框架总在是在保持网格上所有

曲线段 ( , )e i j E 各个顶点的曲率和挠率。 

4.2 网格曲面的主曲率方向 

本节我们沿用上章3.1节的记号。在曲面S 的切平面
0PT S上有向量

01 2

1 2

P

P P
X x x T S

u u

 
  

 
, n 为法方向， 是 X 方向与

0PT S上 1du 方向的夹

角。称 ( ) ( , ) / ( , )n X II X X I X X  是在 0P 点沿 X 方向的法曲率。可见 ( )n X

是方向 X 的函数，见图4-2。 
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图4-2 切平面上不同的方位有不同的法曲率 

更进一步，在微分几何中关于 ( )n X 有如下的Euler定理： 

2 2

1 2

max 1 min 2

( ) cos sin

( ) , ( ) ,

n

n n

X k k

X k X k

  

 

 

 
            （4-3） 

其中的
1k ，

2k 分别是法曲率 ( )n X 能取到的极大值和极小值，他们叫做

曲面 S 在
0P 点的两个主曲率，使 ( )n X 去极值的方向称为主曲率方向，

亦称主方向，式中的 是 X 和极大值主方向的夹角(图4-1)。当 0  时，

( )n X 取得极大值
1k ；当

2
  时， ( )n X 取得极小值

2k 。 

Euler定理说明，曲面上一点处朝不同方向的曲面曲线的法曲率可

由主曲率和 角唯一确定。主曲率 1k ， 2k 很好的描述了曲面在一点所

有方向曲面曲线的弯曲情况，当然也反映了曲面本身的弯曲状态。 

4.3 选取主曲率方向建立局部标架 

结合前两节的讨论，使我们认为选用每一顶点处的主方向来建立

局部标架，而不是原算法[11]采用的随意使用第一个邻居顶点来生成局

部标架能更好的保持曲面上曲线的曲率与挠率。其原因在于，原方法
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所保持的对象是曲面上随意走向的曲线，而我们采用极大或极小主方

向后，则是保持了曲面上主曲率线的曲率与挠率，主曲率线上每一点

的方向都是主方向，且每一点的曲率都是主曲率，因此能比随意方向

的曲线更好的反应曲面的弯曲情况。 

在具体实现方面，我们简单的采用了比较邻居点间高度角度的方

法来选取主方向顶点。我们首先计算了
iv 的所有邻居顶点离开

iT M 的

高度角 : 

ˆ ,
cos

ˆ 2

i i

ji

j i

j

x N
arc

x




 
  

 
 

           (4-4) 

即如图4-3所示。    

   

图4-3  邻居顶点离开 iT M 的高度角  

然后我们选取其中最大的一个顶点作为主方向顶点，并以指向它

的投影边为标架的
1

jb ，最终建立正交标准局部标架。 



硕士学位论文 

48 

4.4 实验结果与分析 

通过实验对比，我们的改进使得算法在大角度如180度的弯折变形

中可以生成较为合理自然的效果，如图4-4所示：

 

图4-4  圆柱弯折变形实验 
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（编辑区域是红色部分，顶上的黄色部分是手柄区域(2)； 90度弯折效果(3) ，

改进后算法变形效果(4)，改进前算法变形效果(5)。注意中间的拱形弯折区域，

改进后的效果更为合理。） 

另外，我们的改进使得算法在多周期旋转变形中也可以生成比原

算法更正确自然的效果。我们以最能体现多周期旋转的长方体扭曲为

例，如图4-4所示。我们还展示了更多的结果，如图4-5所示。 

 
                图 4-4  多周期旋转变形实验 

（改进前效果(1)，改进后的效果(2)，注意物体中间部分的变形情况。） 
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图 4-5  使用我们的算法进行模型变形编辑 

（原始恐龙模型(1)，右扭头 90 度(2)(3)，右偏头 90 度(4)。） 
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结    语 

本文着重研究并实现了两种目前较为流行的基于网格曲面微分表

示变形算法。 

第一个是基于 laplacian 的网格曲面变形算法，我们除了实现了原

始的算法，还实现了它的一种优化算法即用变换拟合优化的 laplacian

算法。我们通过实验发现它们存在初始化时间过长甚至不能进行完毕

的缺陷，通过设计优化的矩阵储存与运算方式，我们成功的解决了这

个问题，提高了算法的可用度。 

第二个是基于线性旋转不变微分坐标的变形，本文在认真分析算

法的微分几何原理的基础上，提出了一种选取主方向的改进算法，通

过实验证明，我们的工作使得算法能够更好的处理大角度多周期的旋

转变换，生成更加自然的形变效果 

本文在理论基础上，利用浙江大学刘利刚教授提供的网格文件读

取与观察平台，在 Visual C++6.0 MFC 的开发环境实现了以上各算法，

进行了大量的实验。证明了本文观点的正确性和可行性。 
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后    记 

     三年的时间对于整个人生而言，也许是短暂而微不足道的。但即

将过去的这个三年对我而言，却是人生一个重要的里程碑，众多的良

师益友给予我生活上的关怀和照顾，科研上的指导和帮助以及思想上

的鞭策和鼓励，都将使我终身难忘。 

    首先，值此论文完成之际，衷心感谢我的导师满家巨副教授这段

时间来对我关键的指导和耐心的帮助。论文撰写期间，他一直通过当

面指导、发送 E-mail 等方式对我的论文从最初的选题、分析研究、

课题的顺利进行到最后的写作都进行了悉心的指导。浙江大学的刘利

刚教授以其高瞻远瞩的目光将我带到这个极富挑战性的学术方向上，

他不仅让我学到了很多知识，更重要的是使我也学会了许多进行科学

研究的方法。两位导师们严谨的治学态度、渊博的知识、深厚的理论

功底、敏捷的思路以及踏实的科研和工作作风都给我留下了深刻的印

象，也为我树立了终身学习的榜样。在此，谨向我敬爱的两位老师致

以最诚挚的谢意！ 

向湖南师范大学数学与计算机科学学院所有关心和帮助过我的

领导、老师表示由衷的谢意！ 

我还要感谢和我一起学习生活的同学，他们的关心和帮助让我克

服了学习生活中一个又一个的困难，希望这份友情能长久保留下去。 

    最后，衷心地感谢在百忙中抽出时间参加本次论文评阅和答辩的

各位专家、教授！ 
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